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REGULAR ELLIPTIC BOUNDARY-VALUE PROBLEM IN
A TWO-SIDED REFINED SCALE OF SPACES
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À× (A. A. MURACH)
Àííîòàöèÿ. A regular ellipti boundary-value problem over a bounded domain with a
smooth boundary is studied. We prove that the operator of this problem is a Fredholm
one in the two-sided rened sale of the funtional Hilbert spaes and generates a omplete
olletion of isomorphisms. Elements of this sale are the isotropi spaes of Hormander
VolevihPaneah and some its modiations. A priori estimate for the solution is established
and its regularity is investigated.
Ââåäåíèå. Â ðàáîòàõÆ.-Ë. Ëèîíñà, Ý. Ìàäæåíåñà [1℄ èÞ. Ì. Áåðåçàíñêîãî, Ñ. . Êðåé-
íà, ß. À. îéòáåðãà [2, 3, 4, 5℄ óñòàíîâëåíû òåîðåìû î ïîëíîì íàáîðå èçîìîðèçìîâ, êîòî-
òîðûé îñóùåñòâëÿåò îïåðàòîð ðåãóëÿðíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è â äâóñòîðîííåé
øêàëå ïðîñòðàíñòâ óíêöèé/ðàñïðåäåëåíèé. Ïîëíîòà íàáîðà îçíà÷àåò, ÷òî óêàçàííûå
èçîìîðèçìû âûïîëíÿþòñÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè óíêöèé/ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå
èìåþò ñîîòâåòñòâåííî s è s− 2q ïðîèçâîäíûõ, ãäå s  ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî, à 2q  ïîðÿäîê îïåðàòîðà. Ïîçèòèâíàÿ ÷àñòü äâóñòîðîííåé øêàëû (s ≥ 2q) ñîñòîèò
èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, à íåãàòèâíàÿ ÷àñòü (s < 2q)  èç ìîäèèöèðîâàííûõ ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Èçâåñòíû äâå òàêèå ìîäèèêàöèè. Ìîäèè-
êàöèÿ Ëèîíñà-Ìàäæåíåñà ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ ñóæåíèé ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî
ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü êðàåâûõ îïåðàòîðîâ â íèõ. Èíîé ïîäõîä ïðåäëîæåí
ß. À. îéòáåðãîì [3, 4, 5℄ è îñíîâûâàåòñÿ íà ðàñøèðåíèè ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Áîëåå
òîãî, îáîáùåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è òðàêòóåòñÿ êàê âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî
ïðèíàäëåæàò ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâàì è ñâÿçàíû îïðåäåëåííûì îáðàçîì ìåæäó ñî-
áîé. Ýòî ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü ýëëèïòè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.
Òåîðåìû î ïîëíîì íàáîðå èçîìîðèçìîâ áûëè äîêàçàíû ß. À. îéòáåðãîì [5℄ òàê-
æå äëÿ íåðåãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèõ ñèñòåì äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â íàèáîëåå îáùåì âèäå îíè óñòàíîâëåíû
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s Subje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ation. 35J40, 46E35.
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À. Í. Êîæåâíèêîâûì [6℄ äëÿ ïñåâäîäèåðåíöèàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷.
Ýòè òåîðåìû èìåþò ðÿä âàæíûõ ïðèëîæåíèé (ñì. [5℄ è ïðèâåäåííóþ òàì ëèòåðàòóðó).
Ñðåäè íèõ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò óòâåðæäåíèÿ î ïîâûøåíèè ëîêàëüíîé ãëàäêîñòè ðå-
øåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è. Â ýòîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èçó÷åíèå ýë-
ëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ â äâóñòîðîííèõ øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ, äàþùèõ áîëåå òîíêóþ ãðàäàöèþ
ãëàäêîñòíûõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, ÷åì ñîáîëåâñêàÿ øêàëà. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ ãèëü-
áåðòîâà øêàëà ñïåöèàëüíûõ èçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâ Õåðìàíäåðà  Âîëåâè÷à  Ïàíåÿõà
[7, 8, 9, 10℄
Hs,ϕ := H
〈·〉s ϕ(〈·〉)
2 , 〈ξ〉 :=
(
1 + |ξ|2
)1/2
,
ãäå s ∈ R, à óíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð ϕ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ íà +∞ ïî
Êàðàìàòà óíêöèåé t≫ 1. Â ÷àñòíîñòè, äîïóñòèìà ëþáàÿ ýòàëîííàÿ óíêöèÿ
ϕ(t) = (log t)r1(log log t)r2 . . . (log . . . log t)rn, {r1, r2, . . . , rn} ⊂ R, n ∈ N.
Ýòà óòî÷íåííàÿ øêàëà ââåäåíà è èçó÷åíà â [11, 12℄. Îíà ñîäåðæèò ñîáîëåâñêóþ øêàëó
{Hs} ≡ {Hs,1}, ïðèâÿçàíà ê íåé ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì s, íî ìíîãî òîíüøå íåå.
Ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ î÷åíü åñòåñòâåííî âîçíèêàþò â ðÿäå ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷: ñõîäè-
ìîñòü ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïî÷òè
âñþäó, ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp ñ p > 2 èëè C (ñì. îáçîð [13℄); ñïåêòðàëüíàÿ àñèìïòîòè-
êà îáùèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, îðìó-
ëà . Âåéëÿ, òî÷íàÿ îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â íåé (ñì. [14, 15℄) è äð. Ìîæíî îæèäàòü,
÷òî îíè îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè è â èíûõ "òîíêèõ" âîïðîñàõ. Áëàãîäàðÿ ñâîèì èíòåðïî-
ëÿöèîííûì ñâîéñòâàì Hs,ϕ çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî ñðåäè ïðîñòðàíñòâ îáîáùåííîé ãëàä-
êîñòè, êîòîðûå âñå àêòèâíåå èññëåäóþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû (ñì. îáçîð
[16℄, íåäàâíèå ðàáîòû [17, 18℄ è ïðèâåäåííóþ òàì ëèòåðàòóðó).
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â äâóñòî-
ðîííåé óòî÷íåííîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ, íåãàòèâíàÿ ÷àñòü êîòîðîé ìîäèèöèðîâàíà ïî
îéòáåðãó. Äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð ýòîé çàäà÷è îãðàíè÷åí, ðåäãîëüìîâ è ïîðîæäàåò
ïîëíûé íàáîð èçîìîðèçìîâ â òàêîé øêàëå. Èññëåäîâàíà óòî÷íåííàÿ ëîêàëüíàÿ ãëàä-
êîñòü ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ äàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
êëàññè÷íîñòè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Îòìåòèì äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, ÷òî â ïîçèòèâííîé ÷àñòè óòî÷íåííîé øêàëû íåîä-
íîðîäíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èçó÷åíà ðàíåå â [19, 12, 20℄. Ïîëóîäíîðîäíûå
ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è ìîæíî èññëåäîâàòü â äâóñòîðîííèõ óòî÷íåííûõ øêà-
ëàõ áåç èõ ìîäèèêàöèè (ñì. [21, 22℄). Îäíàêî, íåîäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â íåãà-
òèâíîé ÷àñòè øêàëû íå ñâîäèòñÿ ê äâóì ïîëóîäíîðîäíûì, ò. ê. èõ ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè ðàçíîé ïðèðîäû. Ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêèõ ÏÄÎ â äâóñòîðîííåé óòî÷-
íåííîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ íà çàìêíóòîì êîìïàêòíîì ìîãîîáðàçèè èññëåäîâàí àâòîðàìè
â [23, 24, 25℄. Óêàæåì òàêæå íà ðàáîòû [26, 27℄, ãäå ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èçó-
÷àëàñü â äâóñòîðîííèõ ìîäèèöèðîâàííûõ øêàëàõ ïðîñòðàíñòâ Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ è
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü Ω  îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R
n (n ≥ 2) ñ ãðàíèöåé Γ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèì
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çàìêíóòûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n− 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü Ω ëîêàëüíî
ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îò Γ. Îáîçíà÷èì Ω = Ω ∪ Γ.
àññìîòðèì ñëåäóþùóþ íåîäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â îáëàñòè Ω:
Au = f â Ω, Bj u = gj íà Γ ïðè j = 1, . . . , q. (1.1)
Çäåñü è äàëåå A  ëèíåéíîå äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå â Ω ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíî-
ãî ïîðÿäêà 2q ≥ 2, à Bj , ãäå j = 1, . . . , q,  ãðàíè÷íîå ëèíåéíîå äèåðåíöèàëüíîå
âûðàæåíèå íà Γ ïîðÿäêà mj ≤ 2q − 1. Âñå êîýèöèåíòû âûðàæåíèé A è Bj ÿâëÿþò-
ñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè óíêöèÿìè, áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè â Ω è íà Γ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæèì B := (B1, . . . , Bq).
Âñþäó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1) ðåãóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ. Ýòî
îçíà÷àåò [1, ñ. 137 - 138℄, [28, ñ. 167℄, ÷òî âûðàæåíèå A ïðàâèëüíî ýëëèïòè÷åñêîå â Ω, à
íàáîð ãðàíè÷íûõ âûðàæåíèé B íîðìàëüíûé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äîïîëíèòåëüíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê A íà Γ. Èç óñëîâèÿ íîðìàëüíîñòè âûòåêàåò, ÷òî ïîðÿäêè mj ãðàíè÷íûõ
äèåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèé âñå ðàçëè÷íû.
Íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1.1) ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó
A+ v = ω â Ω, B+j v = hj íà Γ ïðè j = 1, . . . , q. (1.2)
Îíà îðìàëüíî ñîïðÿæåíà ê çàäà÷å (1.1) îòíîñèòåëüíî îðìóëû ðèíà:
(Au, v)Ω +
q∑
j=1
(Bju, C
+
j v)Γ = (u,A
+v)Ω +
q∑
j=1
(Cju, B
+
j v)Γ, u, v ∈ C
∞( Ω ).
Çäåñü A+  ñîïðÿæåííîå ê A ëèíåéíîå äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå ïîðÿäêà 2q ñ
êîýèöèåíòàìè êëàññà C∞( Ω ), à {B+j }, {Cj}, {C
+
j }  íåêîòîðûå íîðìàëüíûå ñèñòåìû
ëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ âûðàæåíèé ñ êîýèöèåíòàìè êëàññà C∞(Γ).
Èõ ïîðÿäêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:
ordBj + ordC
+
j = ordCj + ordB
+
j = 2q − 1.
Çäåñü ÷åðåç (·, ·)Ω è (·, ·)Γ îáîçíà÷åíû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ L2(Ω) è
L2(Γ) óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì â Ω è íà Γ ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå åñòå-
ñòâåííûå ðàñøèðåíèÿ ïî íåïðåðûâíîñòè ýòèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.
Ïîëîæèì
N := {u ∈ C∞( Ω ) : Au = 0 â Ω, Bju = 0 íà Γ äëÿ j = 1, . . . , q},
N+ := {v ∈ C∞( Ω ) : A+v = 0 â Ω, B+j v = 0 íà Γ äëÿ j = 1, . . . , q}.
Ïîñêîëüêó çàäà÷è (1.1) è (1.2) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè, ïðîñòðàíñòâà N
è N+ êîíå÷íîìåðíû [1, ñ. 191℄, [28, ñ. 168℄.
Äëÿ ïðîñòîòû îðìóëèðîâîê ïðåäïîëîæèì â ýòîì ïóíêòå, ÷òî N = N+ = {0}.
Íàïîìíèì ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò [1, ñ. 191℄, [28, ñ. 169℄: îïåðàòîð (A,B),
ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (1.1), îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì
(A,B) : Hs(Ω)↔ Hs−2q(Ω)×
q∏
j=1
Hs−mj−1/2(Γ) ïðè s ≥ 2q. (1.3)
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À×
Çäåñü Hσ(Ω) è Hσ(Γ), ãäå σ ∈ R,  ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà â Ω è íà Γ
ñîîòâåòñòâåííî.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå âåðåí â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî s.
Òàê, ïðè s ≤ mj + 1/2 íåëüçÿ çàäàòü íà ïðîñòðàíñòâå H
s(Ω) ãðàíè÷íûé äèåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð Bj . ß. À. îéòáåðãîì [3℄, [5℄(ï. 2.4) (ñì. òàêæå [4℄(ãë. III, 6), [29℄(ï.
7.9)) ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1.1),
óñòðàíÿþùåå ýòîò íåäîñòàòîê.
Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ çàïèøåì äèåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ A è Bj â âèäå
A =
2q∑
k=0
AkD
k
ν è Bj =
mj∑
k=0
Bj,kD
k
ν . (1.4)
Çäåñü Dν := i ∂/∂ν, ãäå ν  îðò âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ, à Ak è Bj,k  íåêîòî-
ðûå òàíãåíöèàëüíûå äèåðåíöèàëüíûå âûðàæåíèÿ. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, çàïèøåì
ñëåäóþùóþ îðìóëó ðèíà:
(Au, v)Ω = (u,A
+v)Ω − i
2q∑
k=1
(Dk−1ν u,A
(k)v)Γ (1.5)
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ óíêöèé u, v ∈ C∞( Ω ). Çäåñü A(k) :=
∑2q
r=kD
r−k
ν A
+
r , ãäå A
+
r  äèå-
ðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ê Ar. Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì,
÷òî îðìóëà (1.5) ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ u ∈ H2q(Ω). Îáîçíà÷èì:
u0 := u è uk := (D
k−1
ν u) ↾ Γ ïðè k = 1, . . . 2q. (1.6)
Â ñèëó (1.4), (1.5) êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1) îòíîñèòåëüíîãî èñêîìîé óíêöèè u ∈ H2q(Ω)
ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå óñëîâèé
(u0, A
+v)Ω − i
2q∑
k=1
(uk, A
(k)v)Γ = (f, v)Ω äëÿ ëþáîãî v ∈ C
∞( Ω ), (1.7)
mj∑
k=0
Bj,k uk+1 = gj íà Γ ïðè j = 1, . . . , q. (1.8)
Çàìåòèì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ èìåþò ñìûñë â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåðåãó-
ëÿðíûõ) ðàñïðåäåëåíèé
u0 ∈ D
′(Rn), supp u0 ⊆ Ω, u1, . . . , uq ∈ D
′(Γ). (1.9)
Çäåñü, êàê îáû÷íî, ÷åðåç D′(Rn) è D′(Γ) îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà Øâàðöà ðàñïðåäåëåíèé â R
n
è íà Γ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó ââåäåì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.
Âåêòîð u = (u0, u1, . . . , u2q), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1.9), íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì
(ïî îéòáåðãó) ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (1.1), åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.7), (1.8).
Ìû áóäåì èçó÷àòü îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) â ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûõ ïàðàõ
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ñåìåéñòâà ïðîñòðàíñòâ
{Hs,ϕ(Rn) : s ∈ R, ϕ ∈M} .
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Îíî èçó÷åíî àâòîðàìè â [12℄ è íàçâàíî óòî÷íåííîé øêàëîé â R
n
. Îïðåäåëåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Hs,ϕ(Rn) ïðèâåäåíî íèæå â ï. 2. Çäåñü îòìåòèì ëèøü, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî
ãèëüáåðòîâî è ñîñòîèò èç ðàñïðåäåëåíèé â R
n
, ãëàäêîñòü êîòîðûõ îõàðàêòåðèçîâàíà ñ
ïîìîùüþ äâóõ ïàðàìåòðîâ  ÷èñëîâîãî s è óíêöèîíàëüíîãî ϕ. Ïîñëåäíèé ïðîáåãàåò
äîñòàòî÷íî øèðîêîå ìíîæåñòâî M, ñîñòîÿùåå èç ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ (ïî Êàðàìàòà)
íà +∞ óíêöèé, è óòî÷íÿåò îñíîâíóþ (ñòåïåííóþ) ãëàäêîñòü, çàäàâàåìóþ ïàðàìåòðîì
s. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ϕ ≡ 1 ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ(Rn) ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà
Hs(Rn).
Ïóñòü s ∈ R, ϕ ∈ M. Â ñëó÷àå s ≥ 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ,(0)(Ω) ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñóæåíèé â îáëàñòü Ω âñåõ ðàñïðåäåëåíèé èç Hs,ϕ(Rn). Äàëåå, â ñëó÷àå s < 0
îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ,(0)(Ω) ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê ïðîñòðàíñòâó H−s, 1/ϕ,(0)(Ω) îò-
íîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé îðìû (·, ·)Ω. (Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî ϕ ∈ M ⇔
1/ϕ ∈ M.) Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ(Γ) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëå-
íèé íà Γ, ïðèíàäëåæàùèõ ëîêàëüíî ïðîñòðàíñòâó Hs,ϕ(Rn). (Äåòàëüíî óêàçàííûå ïðî-
ñòðàíñòâà áóäóò îïðåäåëåíû íèæå â ï. 2). Äëÿ êàæäîãî s ∈ R \ {1/2, 3/2, . . . , 2q − 1/2}
ïîëîæèì
Ks,ϕ,(2q)(Ω,Γ) :=
{
(u0, u1, . . . , u2q) : u0 ∈ H
s,ϕ,(0)(Ω), uk ∈ H
s−k+1/2,ϕ(Γ), k = 1, . . . 2q,
ïðè÷åì uk = (D
k−1
ν u) ↾ Γ åñëè s > k − 1/2
}
. (1.10)
Ñîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.
Òåîðåìà 1.1. Â ïðåäïîëîæåíèè N = N+ = {0} îïåðàòîð (A,B), ñîîòâåòñòâóþùèé
çàäà÷å (1.1), îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì
(A,B) : Ks,ϕ,(2q)(Ω,Γ)↔ H
s−2q,ϕ,(0)(Ω)×
q∏
j=1
Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) (1.11)
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ s ∈ R \ {1/2, 3/2, . . . , 2q − 1/2} è ϕ ∈ M. Ïðè ýòîì
ðåøåíèå u = (u0, u1, . . . , u2q) çàäà÷è (1.1) ïîíèìàåòñÿ êàê îáîáùåííîå.
Îòîæäåñòâëÿÿ óíêöèþ u ∈ C∞( Ω ) ñ âåêòîðîì (u0, u1, . . . , u2q), êîìïîíåíòû êîòîðîãî
âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (1.6), ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû (1.3) è (1.11) ñîâïàäàþò íà ìíî-
æåñòâå êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé u ∈ C∞( Ω ) êðàåâîé çàäà÷è (1.1). Ýòî ìíîæåñòâî ïëîòíî
â ïðîñòðàíñòâàõ Hs(Ω) è Ks,ϕ,(2q)(Ω,Γ), ÿâëÿþùèõñÿ îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ óêàçàíûõ
îïåðàòîðîâ.
Áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, ÷åì òåîðåìà 1.1 ïðèâåäåíî è äîêàçàíî â ï. 5.
2. Óòî÷íåííûå øêàëû ïðîñòðàíñòâ. Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëåíèå óòî÷íåííîé
øêàëû â R
n
, ãäå n ∈ N (ñì. [12℄). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåõ óíêöèé
ϕ : [1,+∞)→ (0,+∞) òàêèõ, ÷òî:
à) ϕ èçìåðèìà ïî Áîðåëþ íà ïîëóîñè [1,+∞);
á) óíêöèè ϕ è 1/ϕ îãðàíè÷åíû íà êàæäîì îòðåçêå [1, b], ãäå 1 < b < +∞;
â) óíêöèÿ ϕ ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞ ïî Êàðàìàòà, ò. å. [30℄(ï. 1.1)
lim
t→+∞
ϕ(λ t)
ϕ(t)
= 1 äëÿ ëþáîãî λ > 0.
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Ïóñòü s ∈ R, ϕ ∈ M. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ(Rn) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìåäëåííî ðàñòóùèõ
ðàñïðåäåëåíèé u ∈ D′(Rn) òàêèõ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå û ðàñïðåäåëåíèÿ u ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ïî Ëåáåãó â R
n
óíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫
〈ξ〉2sϕ2(〈ξ〉) |û(ξ)|2 dξ <∞.
Çäåñü èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî R
n
, à 〈ξ〉 = (1+ ξ21 + . . .+ ξ
2
n)
1/2
 ñãëàæåííûé ìîäóëü âåêòîðà
ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n
. Â ïðîñòðàíñòâå Hs,ϕ(Rn) â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
âîçüìåì âåëè÷èíó (
u, v
)
Hs,ϕ(Rn)
:=
∫
〈ξ〉2sϕ2(〈ξ〉) û(ξ) v̂(ξ)dξ.
Îíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò íîðìó. Îòìåòèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àíòèëèíåéíûìè óíêöèîíàëàìè.
Ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ(Rn)  ýòî ÷àñòíûé èçîòðîïíûé ãèëüáåðòîâ ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ,
ðàññìîòðåííûõ Ë. Õåðìàíäåðîì [7, ñ. 54℄, [8, ñ. 13℄ è Á. Ï. Âîëåâè÷åì, Ë. . Ïàíåÿõîì
[9, ñ. 14℄, [10, ñ. 45℄. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ϕ ≡ 1 ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ(Rn) = Hs,1(Rn) ñîâïàäàåò
ñ ïðîñòðàíñòâîì Ñîáîëåâà Hs(Rn) ïîðÿäêà s. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ⋃
ε>0
Hs+ε(Rn) =: Hs+(Rn) ⊂ Hs,ϕ(Rn) ⊂ Hs−(Rn) :=
⋂
ε>0
Hs−ε(Rn). (2.1)
Îíè îçíà÷àþò, ÷òî â ñåìåéñòâå ãèëüáåðòîâûõ ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
{Hs,ϕ(Rn) : s ∈ R, ϕ ∈M}
óíêöèîíàëüíûé ïàðàìåòð ϕ óòî÷íÿåò îñíîâíóþ (ñòåïåííóþ) s-ãëàäêîñòü. Ïîýòîìó ýòî
ñåìåéñòâî åñòåñòâåííî íàçâàòü óòî÷íåííîé øêàëîé â R
n
(ïî îòíîøåíèþ ê ñîáîëåâñêîé
øêàëå).
Òåïåðü, ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå, îïðåäåëèì àíàëîãè ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ(Rn) äëÿ
îáëàñòåé Ω è Ω (ñì. [22℄).
Îáîçíà÷èì
Hs,ϕ
Ω
(Rn) :=
{
u ∈ Hs,ϕ(Rn) : supp u ⊆ Ω
}
.
Îòìåòèì, ÷òî Hs,ϕ
Ω
(Rn)  ãèëüáåðòîâî ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Hs,ϕ(Rn).
Äàëåå, ïîëîæèì
Hs,ϕ(Ω) :=
{
u ↾ Ω : u ∈ Hs,ϕ(Rn)
}
,
∥∥ v ∥∥
Hs,ϕ(Ω)
:= inf
{∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ(Rn)
: u = v â Ω
}
.
Ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ(Ω) ñåïàðàáåëüíîå è ãèëüáåðòîâî, ïîñêîëüêó íîðìà â íåì ïîðîæäåíà
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì(
v1, v2
)
Hs,ϕ(Ω)
:=
(
u1 − Πu1, u2 −Πu2
)
Hs,ϕ(Rn)
.
Çäåñü uj ∈ H
s,ϕ(Rn), uj = vj â Ω, ãäå j = 1, 2, à Π  îðòîïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà H
s,ϕ(Rn)
íà ïîäïðîñòðàíñòâî {u ∈ Hs,ϕ(Rn) : supp u ⊆ Rn \ Ω}.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ
Ω
(Rn) ñîñòîèò èç ðàñïðåäåëåíèé, ñîñðåäîòî÷åííûõ â
çàìêíóòîé îáëàñòè Ω, à ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ(Ω)  èç ðàñïðåäåëíèé, çàäàííûõ â îòêðûòîé
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îáëàñòè Ω. Îòìåòèì ñëåäóþùèå èõ ñâîéñòâà [22℄(òåîðåìà 3.2). Ìíîæåñòâî
C∞0 (Ω) := {u ∈ C
∞(Rn) : supp u ⊂ Ω}
ïëîòíî â Hs,ϕ
Ω
(Rn), à ìíîæåñòâî C∞( Ω ) ïëîòíî â Hs,ϕ(Ω). Ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ
Ω
(Rn) è
H−s,1/ϕ(Ω) âçàèìíî ñîïðÿæåíû ñ ðàâåíñòâîì íîðì îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèÿ ïî íåïðå-
ðûâíîñòè ïîëóòîðàëèíåéíîé îðìû (u, v)Ω, ãäå u ∈ C
∞
0 (Ω), v ∈ C
∞( Ω ). Çàìåòèì çäåñü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî H−s,1/ϕ(Ω) îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó 1/ϕ ∈M.
àññìîòðèì òàêæå ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé íà ìíîãîîáðàçèè Γ. Âîçüìåì êîíå÷-
íûé àòëàñ èç C∞-ñòðóêòóðû íà Γ, îáðàçîâàííûé ëîêàëüíûìè êàðòàìè αj : R
n ↔ Uj, ãäå
j = 1, . . . , k. Çäåñü îòêðûòûå ìíîæåñòâà Uj ñîñòàâëÿþò êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðà-
çèÿ Γ. Ïóñòü óíêöèè χj ∈ C
∞(Γ), ãäå j = 1, . . . , k, îáðàçóþò ðàçáèåíèå åäèíèöû íà Γ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ suppχj ⊂ Uj. Ïîëîæèì
Hs,ϕ(Γ) :=
{
g ∈ D′(Γ) : (χj g) ◦ αj ∈ H
s,ϕ(Rn−1) äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k
}
,
(
g1, g2
)
Hs,ϕ(Γ)
:=
k∑
j=1
(
(χj g1) ◦ αj , (χj g2) ◦ αj
)
Hs,ϕ(Rn−1)
. (2.2)
Çäåñü h ◦ αj  ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ h ∈ D
′(Γ) â ëîêàëüíîé êàðòå αj. Ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå (2.2) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Hs,ϕ(Γ).
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâî ñåïàðàáåëüíîå è ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ íîðì íå
çàâèñèò îò âûáîðà àòëàñà è ðàçáèåíèÿ åäèíèöû [12℄(ï. 3). Ìíîæåñòâî C∞(Γ) ïëîòíî â
Hs,ϕ(Γ).
Îòìåòèì äàëåå ñëåäóþùåå [12℄ (ï. 3). Åñëè s > 1/2, òî äëÿ êàæäîé óíêöèè u ∈
Hs,ϕ(Ω) îïðåäåëåí ïî çàìûêàíèþ åå ñëåä íà ãðàíèöå Γ  óíêöèÿ u ↾ Γ ∈ Hs−1/2,ϕ(Γ).
Ïðè ýòîì
Hs−1/2,ϕ(Γ) = {u ↾ Γ : u ∈ Hs,ϕ(Ω)},
∥∥ g ∥∥
Hs−1/2,ϕ(Γ)
≍ inf
{∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ(Ω)
: u ↾ Γ = g
}
.
Â ñëó÷àå s < 1/2 íåëüçÿ êîððåêòíî îïðåäåëèòü ñëåä ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ u ∈
Hs,ϕ(Ω) íà ãðàíèöå Γ. Ââîäèìûå íèæå ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(r)(Ω), ãäå r ∈ N, ëèøåíû ýòîãî
íåäîñòàòêà.
Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî öåëîãî r ≥ 0 øêàëó ïðîñòðàíñòâ
{Hs,ϕ,(r)(Ω) : s ∈ R, ϕ ∈M}. (2.3)
Îíà ñûãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (1.1).
Ïóñòü ñíà÷àëà r = 0. Â ñëó÷àå s ≥ 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ,(0)(Ω) ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî Hs,ϕ(Ω). Â ñëó÷àå s < 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ,(0)(Ω) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
Hs,ϕ
Ω
(Rn), ñîïðÿæåííîå ê ïðîñòðàíñòâó H−s, 1/ϕ(Ω) îòíîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé îð-
ìû (·, ·)Ω.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ê äèåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðàì óäîáíà òðàêòîâêà ïðî-
ñòðàíñòâà Hs,ϕ,(0)(Ω) êàê ïîïîëíåíèÿ ëèíåàëà C∞( Ω ) ïî ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìå. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ,(0)(Ω) ïðè s ≥ 0 ñîâïàäàåò ñ ïîïîëíåíèåì ëèíåàëà C∞( Ω )
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ(Ω). Äàëåå çàìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿòü óíê-
öèè èç ïðîñòðàíñòâà L2(Ω) = H
0(Ω) ñ èõ ïðîäîëæåíèÿìè íóëåì â Rn; â ýòîì ñìûñëå
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L2(Ω) = H
0
Ω
(Rn). Ïðè òàêîì îòîæäåñòâëåíèè ïîëó÷èì â ñèëó (2.1) âêëþ÷åíèÿ
C∞0 (Ω) ⊂ C
∞( Ω ) ⊂ L2(Ω) = H
0
Ω
(Rn) ⊂ Hs,ϕ
Ω
(Rn) = Hs,ϕ,(0)(Ω) ïðè s < 0.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî óíêöèè êëàññà C∞( Ω ) (ïðîäîëæåííûå íóëåì â Rn) îáðàçóþò
ïëîòíûé ëèíåàë â ïðîñòðàíñòâå Hs,ϕ,(0)(Ω) ïðè s < 0. Çíà÷èò, ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
ïîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà óíêöèé u ∈ C∞( Ω ) ïî íîðìå
sup
{ ∣∣ (u, v)
Ω
∣∣∥∥ v ∥∥
H−s,1/ϕ(Ω)
: v ∈ H−s,1/ϕ(Ω), v 6= 0
}
.
Ïóñòü òåïåðü r ∈ N. Ïîëîæèì Er := {k − 1/2 : k = 1, . . . , r}. Â ñëó÷àå s ∈ R \ Er
îáîçíà÷èì ÷åðåç Hs,ϕ,(r)(Ω) ïîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà C∞( Ω ) ïî íîðìå
∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ,(r)(Ω)
:=
(∥∥ u ∥∥2
Hs,ϕ,(0)(Ω)
+
r∑
k=1
∥∥(Dk−1ν u) ↾ Γ∥∥2Hs−k+1/2,ϕ(Γ)
)1/2
.
Ýòà íîðìà ãèëüáåðòîâà, ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ,(r)(Ω) ãèëüáåðòîâî. Îíî ñå-
ïàðàáåëüíî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â ï. 4.
Â ñëó÷àå s ∈ Er îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî H
s,ϕ,(r)(Ω) ïîñðåäñòâîì èíòåðïîëÿöèè:
Hs,ϕ,(r)(Ω) :=
[
Hs−ε,ϕ,(r)(Ω), Hs+ε,ϕ,(r)(Ω)
]
1/2
ïðè 0 < ε < 1. (2.4)
Îïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàííîãî çäåñü èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà ïðèâåäåíî â ï. 3. Äàëåå
â ï. 7 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (2.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ íîðì íå
çàâèñèò îò ε.
Ñåìåéñòâî ãèëüáåðòîâûõ ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ (2.3) íàçûâàåì ìîäèèöèðîâàí-
íîé ïî îéòáåðãó óòî÷íåííîé øêàëîé ïîðÿäêà r. Â ñëó÷àå ϕ ≡ 1 (ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà)
ýòà øêàëà ââåäåíà è èçó÷åíà ß. À. îéòáåðãîì [3℄, [5℄(ï. 2.4) (ñì. òàêæå [4℄(ãë. III, 6),
[28, ñ. 171℄, [29℄(ï. 7.9)).
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìîäèèöèðîâàííîé øêàëû, îïåðàòîð ñëåäà u 7→ u ↾ Γ, u ∈ C∞( Ω ),
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç ïðî-
ñòðàíñòâà Hs,ϕ,(r)(Ω) â ïðîñòðàíñòâî Hs−1/2,ϕ(Γ) ïðè ëþáûõ s ∈ R, r ∈ N. Áîëåå òîãî, äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω) êîððåêòíî îïðåäåëåí ïî îðìóëàì (1.6) ïîñðåäñòâîì çà-
ìûêàíèÿ âåêòîð (u0, u1, . . . , u2q). Ïîýòîìó ìîæíî òðàêòîâàòü u êàê îáîáùåííîå ðåøåíèå
(u0, u1, . . . , u2q) çàäà÷è (1.1).
3. Èíòåðïîëÿöèÿ ñ óíêöèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì. Èíòåðïîëÿöèÿ ñ óíêöè-
îíàëüíûì ïàðàìåòðîì ïàð ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ  ýòî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå
êëàññè÷åñêîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà [1, ñ. 21-23℄, [28, . 251℄ íà ñëó÷àé, êîãäà â êà÷å-
ñòâå ïàðàìåòðà èíòåðïîëÿöèè âìåñòî ñòåïåííîé áåðåòñÿ áîëåå îáùàÿ óíêöèÿ. Ïðèâåäåì
îïðåäåëåíèå è íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêîé èíòåðïîëÿöèè. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî
îãðàíè÷èòüñÿ ñåïàðàáåëüíûìè ãèëüáåðòîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó [X0, X1] êîìïëåêñíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ X0 è X1 áóäåì
íàçûâàòü äîïóñòèìîé, åñëè ïðîñòðàíñòâà X0, X1 ñåïàðàáåëüíûå è ñïðàâåäëèâî íåïðå-
ðûâíîå ïëîòíîå âëîæåíèå X1 →֒ X0.
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Ïóñòü çàäàíà äîïóñòèìàÿ ïàðà X := [X0, X1] ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Êàê èçâåñòíî
[1, . 22℄, äëÿ X ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðèçì J : X1 ↔ X 0, ÷òî J
ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå X 0
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ X1. Îïåðàòîð J íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì äëÿ ïàðû X , ýòîò
îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé X îäíîçíà÷íî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ óíêöèé, çàäàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ è èçìåðèìûõ
ïî Áîðåëþ íà ïîëóîñè (0,+∞). Ïóñòü ψ ∈ B. Ïîñêîëüêó ñïåêòð îïðåðàòîðà J ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì ïîëóîñè (0,+∞), â ïðîñòðàíñòâå X0 îïðåäåëåí êàê óíêöèÿ îò J îïå-
ðàòîð ψ(J). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ψ(J) åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, ïëîòíîå
â X0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X0, X1]ψ èëè, êîðî÷å, Xψ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ψ(J),
íàäåëåííóþ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ãðàèêà
(u, v)Xψ = (u, v)X0 + (ψ(J)u, ψ(J)v)X0.
Ïðîñòðàíñòâî Xψ ãèëüáåðòîâî ñåïàðàáåëüíîå, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå ïëîòíîå
âëîæåíèå Xψ →֒ X0.
Ôóíêöèþ ψ ∈ B íàçûâàåì èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
äîïóñòèìûõ ïàð X = [X0, X1] , Y = [Y0, Y1] ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ è äëÿ ëþáîãî
ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ T , çàäàííîãî íà X0, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå. Åñëè ïðè
j = 0, 1 ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ T íà ïðîñòðàíñòâî Xj ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì
T : Xj → Yj , òî è ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ T íà ïðîñòðàíñòâî Xψ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
îïåðàòîðîì T : Xψ → Yψ.
Èíûìè ñëîâàìè, óíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îòîáðàæåíèå X 7→ Xψ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì óíêòîðîì, çàäàííûì
íà êàòåãîðèè äîïóñòèìûõ ïàð X ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [31℄, ï. 1.2.2). Â ýòîì
ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Xψ ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå èíòåðïîëÿöèè
ïàðû X ñ óíêöèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì ψ.
Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò [1, . 41℄, [28, . 250 255℄ â òåîðèè èíòåðïîëÿöèè ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòåïåííàÿ óíêöèÿ ψ(t) = t θ ïîðÿäêà θ ∈ (0, 1)
ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì. Â ýòîì ñëó÷àå θ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûñòó-
ïàåò â êà÷åñòâå ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà èíòåðïîëÿöèè è èíòåðïîëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî
Xψ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Xθ. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé, áîëåå øèðîêèé ÷åì ñòåïåííîé,
êëàññ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïàðàìåòðîâ [11℄ (òåîðåìà 2.1, ëåììà 2.1).
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü óíêöèÿ ψ ∈ B îãðàíè÷åíà íà êàæäîì îòðåçêå [a; b], ãäå
0 < a < b < +∞. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ψ  ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ íà +∞ ïî Êàðàìàòà
óíêöèÿ ïîðÿäêà θ, ãäå 0 < θ < 1, ò. å. [30℄(ï. 1.1)
lim
t→+∞
ψ(λ t)
ψ(t)
= λθ äëÿ ëþáîãî λ > 0.
Òîãäà ψ ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû íåïðåðûâíûå
ïëîòíûå âëîæåíèÿ X1 →֒ Xψ →֒ X0.
Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåðïîëÿöèè.
Ïðåäëîæåíèå 3.2 ([19℄, òåîðåìà 4). Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ÷èñëî äîïóñòèìûõ ïàð
[X
(k)
0 , X
(k)
1 ] ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ãäå k = 1, . . . , m. Òîãäà äëÿ ëþáîé óíêöèè ψ ∈
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B ñïðàâåäëèâî[
m∏
k=1
X
(k)
0 ,
m∏
k=1
X
(k)
1
]
ψ
=
m∏
k=1
[
X
(k)
0 , X
(k)
1
]
ψ
ñ ðàâåíñòâîì íîðì.
Ïðåäëîæåíèå 3.3 ([32℄, òåîðåìà 2). Ïóñòü èíòåðïîëÿöèîííûå ïàðàìåòðû ζ, η, χ ∈ B
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà c1(ε), c2(ε) òàêèå, ÷òî
1 ≤ c1(ε) ζ(t) ≤ c2(ε) η(t) è 1 ≤ c1(ε)χ(t) ïðè t > ε.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé ïàðû X ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî ïðîñòðàíñòâ [Xζ , Xη]χ = Xψ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì. Çäåñü óíêöèÿ
ψ(t) := ζ(t)χ(η(t)/ζ(t)) àðãóìåíòà t > 0 ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì.
Íàïîìíèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð T : X → Y , ãäå
X, Y  áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ ðåäãîëüìîâûì, åñëè åãî ÿäðî êîíå÷íîìåðíî,
à îáëàñòü çíà÷åíèé T (X) çàìêíóòà â Y è èìååò òàì êîíå÷íóþ êîðàçìåðíîñòü. Èíäåêñîì
ðåäãîëüìîâîãî îïåðàòîðà T íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ind T = dimker T − dim(Y/ T (X)).
Ïðåäëîæåíèå 3.4 ([33℄, ïðåäëîæåíèå 5.2). Ïóñòü çàäàíî äâå äîïóñòèìûå ïàðû
X = [X 0, X1] è Y = [Y 0, Y1] ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, íà X 0
çàäàíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ðåäãîëüìî-
âû îïåðàòîðû T : Xj → Yj, ãäå j = 0, 1, èìåþùèå îáùåå ÿäðî N è îäèíàêîâûé èíäåêñ κ.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ïàðàìåòðà ψ ∈ B îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
T : Xψ → Yψ ðåäãîëüìîâ ñ ÿäðîì N , îáëàñòüþ çíà÷åíèé Yψ∩T (X 0) è òåì æå èíäåêñîì
κ.
4. Ñâîéñòâà ìîäèèöèðîâàííîé óòî÷íåííîé øêàëû. Ñíà÷àëà èçó÷èì ìîäèè-
öèðîâàííóþ øêàëó (2.3) ïîðÿäêà r = 0. Îòìåòèì ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà, óñòàíîâëåííûå
â [22℄ (òåîðåìà 3.3).
Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ïóñòü s, σ ∈ R è ϕ, χ ∈M. Òîãäà:
à) åñëè |s| < 1/2, òî íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Hs,ϕ
Ω
(Rn) è Hs,ϕ(Ω) ýêâèâàëåíòíû
íà ïëîòíîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè C∞0 (Ω), ÷òî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì â íèõ:
Hs,ϕ,(0)(Ω) = Hs,ϕ
Ω
(Rn) = Hs,ϕ(Ω) ïðè |s| < 1/2; (4.1)
á) ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(0)(Ω) è H−s,1/ϕ,(0)(Ω) âçàèìíî ñîïðÿæåíû (ïðè s 6= 0 ñ ðàâåí-
ñòâîì íîðì, à ïðè s = 0 ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì) îòíîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé
îðìû (·, ·)Ω;
â) åñëè s < σ, òî ñïðàâåäëèâî êîìïàêòíîå ïëîòíîå âëîæåíèå Hσ,χ,(0)(Ω) →֒
Hs,ϕ,(0)(Ω);
ã) åñëè ϕ(t) ≤ c χ(t) ïðè t≫ 1 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà c > 0, òî ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå
ïëîòíîå âëîæåíèå Hs,χ,(0)(Ω) →֒ Hs,ϕ,(0)(Ω); ýòî âëîæåíèå êîìïàêòíî, åñëè ϕ(t)/χ(t)→
0 ïðè t→ +∞;
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ä) íåðàâåíñòâî ∫ +∞
1
d t
t ϕ 2(t)
<∞, (4.2)
ðàâíîñèëüíî íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ Hρ+n/2,ϕ,(0)(Ω) →֒ Cρ( Ω ), ãäå öåëîå ρ ≥ 0; íåïðå-
ðûâíîñòü òàêîãî âëîæåíèÿ âëå÷åò åãî êîìïàêòíîñòü.
Â ñâÿçè ñ ïóíêòàìè â), ã) ïðåäëîæåíèÿ 4.1 îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïëîòíîå íåïðåðûâíîå
âëîæåíèå Hσ,χ,(0)(Ω) →֒ Hs,ϕ,(0)(Ω) ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî
c > 0 òàêîå, ÷òî∥∥u ∥∥
Hs,ϕ,(0)(Ω)
≤ c
∥∥u ∥∥
Hσ,χ,(0)(Ω)
äëÿ ëþáîãî u ∈ C∞( Ω ).
Êðîìå òîãî, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà ïëîòíîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè
C∞( Ω ), ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî èíúåêòèâíîãî îïå-
ðàòîðà I : Hσ,χ,(0)(Ω) → Hs,ϕ,(0)(Ω) (îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì âëîæåíèÿ). Àíàëîãè÷íî
ïîíèìàåòñÿ ïëîòíîå íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Hσ,χ,(r)(Ω) →֒ Hs,ϕ,(r)(Ω) (ñì. íèæå).
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò òîò àêò, ÷òî êàæäîå ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ,(0)(Ω) ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå èíòåðïîëÿöèè ïàðû ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîäõî-
äÿùèì óíêöèîíàëüíûì ïàðàìåòðîì.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü çàäàíû óíêöèÿ ϕ ∈ M è ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ε, δ. Ïîëîæèì
ψ(t) := tε/(ε+δ)ϕ(t1/(ε+δ)) ïðè t ≥ 1 è ψ(t) := ϕ(1) ïðè 0 < t < 1. Òîãäà:
à) óíêöèÿ ψ ∈ B ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì;
á) äëÿ êàæäîãî ÷èñëà s ∈ R òàêîãî, ÷òî s− ε > −1/2 èëè s+ δ < 1/2, ñïðàâåäëèâî[
Hs−ε,1,(0)(Ω), Hs+δ,1,(0)(Ω)
]
ψ
= Hs,ϕ,(0)(Ω) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò à). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óíêöèÿ ψ ∈ B
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 3.1, ãäå θ = ε/(ε + δ) ∈ (0, 1). Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïàðàìåòðîì.
Ïóíêò á). Êàê óñòàíîâëåíî â [12℄ (òåîðåìû 3.5, 3.7) è [22℄ (òåîðåìà 3.1), äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî s ∈ R ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïðîñòðàíñòâ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì â
íèõ: [
Hs−ε,1(Ω), Hs+δ,1(Ω)
]
ψ
= Hs,ϕ(Ω), (4.3)[
Hs−ε,1
Ω
(Rn), Hs+δ,1
Ω
(Rn)
]
ψ
= Hs,ϕ
Ω
(Rn). (4.4)
Åñëè s− ε > −1/2, òî â ñèëó (4.1) è (4.3) ïîëó÷àåì[
Hs−ε,1,(0)(Ω), Hs+δ,1,(0)(Ω)
]
ψ
=
[
Hs−ε,1(Ω), Hs+δ,1(Ω)
]
ψ
= Hs,ϕ(Ω) = Hs,ϕ,(0)(Ω).
Åñëè s+ ε < 1/2, òî â ñèëó (4.1) è (4.4) èìååì[
Hs−ε,1,(0)(Ω), Hs+δ,1,(0)(Ω)
]
ψ
=
[
Hs−ε,1
Ω
(Rn), Hs+δ,1
Ω
(Rn)
]
ψ
= Hs,ϕ
Ω
(Rn) = Hs,ϕ,(0)(Ω).
Çäåñü íàðÿäó ñ ðàâåíñòâîì ïðîñòðàíñòâ âûïîëíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì â íèõ. Ïóíêò
á) äîêàçàí.
Äàëåå èçó÷èì ìîäèèöèðîâàííóþ øêàëó (2.3) ïîðÿäêà r ∈ N. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ(Γ), óñòàíîâëåííûå â [12℄ (òåîðåìû 3.5, 3.6, 3.8).
Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü s, σ ∈ R è ϕ, χ ∈M. Òîãäà:
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à) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε, δ ñïðàâåäëèâî[
Hs−ε,1(Γ), Hs+δ,1(Γ)
]
ψ
= Hs,ϕ(Γ) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì,
ãäå ψ  èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð èç òåîðåìû 4.1;
á) ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ(Γ) è H−s,1/ϕ(Γ) âçàèìíî ñîïðÿæåíû (ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ
íîðì) îòíîñèòåëüíî ïîëóòîðàëèíåéíîé îðìû (·, ·)Γ;
â) ïóíêòû â), ã) ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñîõðàíÿþò ñèëó, åñëè â èõ îðìóëèðîâêàõ çàìå-
íèòü ïðîñòðàíñòâà Hσ,χ,(0)(Ω), Hs,ϕ,(0)(Ω), Hs,χ,(0)(Ω) íà ïðîñòðàíñòâà Hσ,χ(Γ), Hs,ϕ(Γ),
Hs,χ(Γ) ñîîòâåòñòâåííî;
ã) íåðàâåíñòâî (4.2) ðàâíîñèëüíî íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ Hρ+(n−1)/2,ϕ(Γ) →֒ Cρ(Γ),
ãäå öåëîå ρ ≥ 0; íåïðåðûâíîñòü òàêîãî âëîæåíèÿ âëå÷åò åãî êîìïàêòíîñòü.
ä) äëÿ ëþáûõ k ∈ N, s > k − 1/2 ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå u 7→ (Dk−1ν u) ↾ Γ, ãäå u ∈
C∞( Ω ), ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî
èç ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(0)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) â ïðîñòðàíñòâî Hs−k+1/2,ϕ(Γ).
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s ∈ R, ϕ ∈M ïîëîæèì
Πs,ϕ,(r)(Ω,Γ) := H
s,ϕ,(0)(Ω)×
r∏
k=1
Hs−k+1/2,ϕ(Γ).
Êðîìå òîãî, åñëè s /∈ Er, îáîçíà÷èì (ñì. (1.10))
Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ) :=
{
(u0, u1, . . . , ur) ∈ Πs,ϕ,(r)(Ω,Γ) :
uk = (D
k−1
ν u) ↾ Γ äëÿ âñåõ k = 1, . . . r òàêèõ, ÷òî s > k − 1/2}.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ä), Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ)  (çàìêíóòîå) ïîäïðîñòðàíñòâî â Πs,ϕ,(r)(Ω,Γ).
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü r ∈ N, s ∈ R \ Er, ϕ ∈M. Òîãäà:
à) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Tr : u 7→
(
u, u ↾ Γ, . . . , (Dr−1ν u) ↾ Γ
)
, u ∈ C∞( Ω ), (4.5)
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî èçîìåòðè÷åñêîãî èçîìîðèçìà
Tr : H
s,ϕ,(r)(Ω)↔ Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ); (4.6)
á) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε, δ òàêèõ, ÷òî ÷èñëà s, s− ε, s+ δ ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó èç èíòåðâàëîâ
α0 := (−∞, 1/2), αk := (k − 1/2, k + 1/2), k = 1, . . . , r − 1, αr := (r − 1/2,+∞),
ñïðàâåäëèâî[
Hs−ε,1,(r)(Ω), Hs+δ,1,(r)(Ω)
]
ψ
= Hs,ϕ,(r)(Ω) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì, (4.7)
ãäå ψ  èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð èç òåîðåìû 4.1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ϕ ≡ 1 (ìîäèèêàöèÿ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ) ïóíêò
à) óñòàíîâëåí ß. À. îéòáåðãîì [5℄ (ëåììà 2.2.1). Âûâåäåì îòñþäà ïóíêò á) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ϕ ∈M, à çàòåì ïóíêò à).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xψ ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.7). àññìîòðèì èçîìåòðè÷åñêèå îïåðà-
òîðû
Tr : H
σ,1,(r)(Ω)→ Πσ,1,(r)(Ω,Γ), σ ∈ {s− ε, s+ δ}.
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Ïðèìåíèâ ê íèì èíòåðïîëÿöèþ ñ ïàðàìåòðîì ψ, ïîëó÷èì îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð
Tr : Xψ →
[
Πs−ε,1,(r)(Ω,Γ), Πs+δ,1,(r)(Ω,Γ)
]
ψ
. (4.8)
Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 3.2, 4.2 à) è òåîðåìû 4.1 èìååì[
Πs−ε,1,(r)(Ω,Γ), Πs+δ,1,(r)(Ω,Γ)
]
ψ
=
=
[
Hs−ε,1,(0)(Ω), Hs+δ,1,(0)(Ω)
]
ψ
×
r∏
k=1
[
Hs−ε−k+1/2,1(Γ), Hs+δ−k+1/2,1(Γ)
]
ψ
=
= Hs,ϕ,(0)(Ω)×
r∏
k=1
Hs−k+1/2,ϕ(Γ) = Πs,ϕ,(r)(Ω,Γ)
ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì. Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ,(r)(Ω)
=
∥∥Tr u ∥∥Πs,ϕ,(r)(Ω,Γ) ≤ c1 ∥∥ u ∥∥Xψ äëÿ âñåõ u ∈ C∞( Ω ). (4.9)
Çäåñü c1  íîðìà îïåðàòîðà (4.8).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî, îáðàòíîå ê (4.9). Ïî óñëîâèþ, s, s− ε, s+ δ ∈ αp äëÿ íåêîòîðîãî
íîìåðà p ∈ {0, 1, . . . , r}. àññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Tr,p : u 7→
(
u, {(Dk−1ν u) ↾ Γ : p+ 1 ≤ k ≤ r}
)
, u ∈ C∞( Ω ).
(Êàê è ïðåæäå, èíäåêñ k öåëûé.) Ýòî îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî
òîïîëîãè÷åñêîãî èçîìîðèçìà
Tr,p : H
σ,1,(r)(Ω) ↔ Hσ,1,(0)(Ω) ×
∏
p+1≤k≤r
Hσ−k+1/2,1(Γ), σ ∈ {s− ε, s+ δ}. (4.10)
Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå è îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà (4.10) ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Hσ,1,(r)(Ω). Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð áèåêòèâíûé. Ïóñòü u ∈
Hσ,1,(r)(Ω), (
u0, {uk : p+ 1 ≤ k ≤ r}
)
∈ Hσ,1,(0)(Ω) ×
∏
p+1≤k≤r
Hσ−k+1/2,1(Γ).
Ïîëîæèì uk := (D
k−1
ν u0) ↾ Γ ïðè 1 ≤ k ≤ p. àñïðåäåëåíèå uk îïðåäåëåíî êîððåêòíî â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ä), ïîñêîëüêó σ > k − 1/2 äëÿ óêàçàííûõ íîìåðîâ k. Çàìåòèì,
÷òî σ < k − 1/2 ïðè p + 1 ≤ k ≤ r. Ïîýòîìó (u0, u1, . . . , ur) ∈ Kσ,1,(r)(Ω,Γ). Êàê ãîâî-
ðèëîñü âûøå, ïóíêò à) èçâåñòåí â ñëó÷àå ϕ ≡ 1. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêèå
èçîìîðèçìû
Tr : H
σ,1,(r)(Ω)↔ Kσ,1,(r)(Ω,Γ), σ ∈ {s− ε, s+ δ}.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó
Tr u = (u0, u1, . . . , ur) ⇔ Tr,p u = ( u0, {uk : p+ 1 ≤ k ≤ r} ),
âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð (4.10) áèåêòèâíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå, (4.10)  òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì.
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Ïðèìåíèì ê (4.10) èíòåðïîëÿöèþ ñ ïàðàìåòðîì ψ. Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 3.2, 4.2 à) è
òåîðåìû 4.1 ïîëó÷èì òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì
Tr,p : Xψ ↔ H
s,ϕ,(0)(Ω) ×
∏
p+1≤k≤r
Hs−k+1/2,ϕ(Γ). (4.11)
Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî, îáðàòíîå ê (4.9):
∥∥ u ∥∥
Xψ
≤ c2
(∥∥ u ∥∥2
Hs,ϕ,(0)(Ω)
+
∑
p+1≤k≤r
∥∥(Dk−1ν u) ↾ Γ∥∥2Hs−k+1/2,ϕ(Γ)
)1/2
≤ c2
∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ,(r)(Ω)
äëÿ âñåõ u ∈ C∞( Ω ). Çäåñü c2  íîðìà îïåðàòîðà, îáðàòíîãî ê (4.11). Òàêèì îáðàçîì,
íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ Xψ è H
s,ϕ,(r)(Ω) ýêâèâàëåíòíû íà ìíîæåñòâå C∞( Ω ). Îíî ïëîòíî
â Hs,ϕ,(r)(Ω) ïî îïðåäåëåíèþ è â Xψ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Ñëåäîâàòåëüíî, Xψ =
Hs,ϕ,(r)(Ω) ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíûõ íîðì. Ïóíêò á) äîêàçàí.
Äîêàæåì ïóíêò à). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(r)(Ω) îòîáðàæåíèå (4.5)
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà
Tr : H
s,ϕ,(r)(Ω)→ Πs,ϕ,(r)(Ω,Γ). (4.12)
Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ä) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Tr(H
s,ϕ,(r)(Ω)) ⊆ Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ).
Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü (u0, u1, . . . , ur) ∈ Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ). Â ñèëó (4.11) è ðà-
âåíñòâà Xψ = H
s,ϕ,(r)(Ω) ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì
Tr,p : H
s,ϕ,(r)(Ω) ↔ Hs,ϕ,(0)(Ω) ×
∏
p+1≤k≤r
Hs−k+1/2,ϕ(Γ).
Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå u ∈ Hs,ϕ,(r)(Ω), ÷òî
Tr,p u = ( u0, {uk : p+ 1 ≤ k ≤ r} ).
Îòñþäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ä) âûòåêàåò ðàâåíñòâî Tr u = (u0, u1, . . . , ur). Òåì ñàìûì,
äîêàçàíî âêëþ÷åíèå Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ) ⊆ Tr(H
s,ϕ,(r)(Ω)). Òàêèì îáðàçîì, Tr(H
s,ϕ,(r)(Ω)) =
Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ), ÷òî âìåñòå ñ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì (4.12) âëå÷åò èçîìåòðè÷åñêèé
èçîìîðèçì (4.6). Ïóíêò à) äîêàçàí.
Òåîðåìà 4.2 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü r ∈ N, s, σ ∈ R è ϕ, χ ∈M. Òîãäà:
à) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ,(r)(Ω) ñåïàðàáåëüíîå;
á) ìíîæåñòâî C∞( Ω ) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Hs,ϕ,(r)(Ω);
â) åñëè s > r − 1/2, òî Hs,ϕ,(r)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì;
ã) ïóíêòû â), ã) ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñîõðàíÿþò ñèëó, åñëè â èõ îðìóëèðîâêàõ â îáî-
çíà÷åíèÿõ ïðîñòðàíñòâ çàìåíèòü (0) íà (r).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò à). Äëÿ s /∈ Er ñåïàðàáåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâà H
s,ϕ,(r)(Ω)
âûòåêàåò èç òåîðåìû 4.2 à) è ñåïàðàáåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ks,ϕ,(r)(Ω,Γ). Åñëè s ∈ Er,
òî ïðîñòðàíñòâî Hs,ϕ,(r)(Ω) ñåïàðàáåëüíî â ñèëó (2.4) êàê ðåçóëüòàò èíòåðïîëÿöèè ñåïà-
ðàáåëüíûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóíêò á) â ñëó÷àå s /∈ Er ñîäåðæèòñÿ â îïðåäåëåííèè ïðîñòðàíñòâà H
s,ϕ,(r)(Ω). Åñëè
s ∈ Er, òî â ñèëó (2.4) è ïðåäëîæåíèÿ 3.1 ñïðàâåäëèâî íåïðåðûâíîå ïëîòíîå âëîæåíèå
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Hs+ε,ϕ,(r)(Ω) →֒ Hs,ϕ,(r)(Ω) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0. Ïîñêîëüêó s+ε /∈ Er, ìíîæåñòâî
C∞( Ω ) ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Hs+ε,ϕ,(r)(Ω). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ìíîæåñòâî ïëîòíî è â
ïðîñòðàíñòâå Hs,ϕ,(r)(Ω).
Ïóíêò â). Åñëè s > r − 1/2, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ä) íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ
Hs,ϕ,(r)(Ω) è Hs,ϕ,(0)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) ýêâèâàëåíòíû íà ïëîòíîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè
C∞( Ω ). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïðîñòðàíñòâà ðàâíû.
Ïóíêò ã) äëÿ s, σ /∈ Er âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèé 4.1 â), ã) è 4.2 â) â ñèëó òåîðåìû
4.2 à). Åñëè {s, σ} ∩ Er 6= ∅ è s < σ, òî â ñèëó (2.4) è ïðåäëîæåíèÿ 3.1 äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 ñïðàâåäëèâû íåïðåðûâíûå ïëîòíûå âëîæåíèÿ
Hσ,χ,(r)(Ω) →֒ Hσ−ε,χ,(r)(Ω) →֒ Hs+ε,ϕ,(r)(Ω) →֒ Hs,ϕ,(r)(Ω).
Íàêîíåö, åñëè s ∈ Er, òî â ñèëó (2.4) èìååì
Hs∓ε,χ,(r)(Ω) →֒ Hs∓ε,ϕ,(r)(Ω) ⇒ Hs,χ,(r)(Ω) →֒ Hs,ϕ,(r)(Ω),
ïðè÷åì íàñëåäóåòñÿ êàê íåïðåðûâíîñòü, òàê è êîìïàêòíîñòü [31℄ (ï. 1.16.4) âëîæåíèé.
Òåîðåìà 4.3 äîêàçàíà.
5. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ìîäèèöèðîâàííîé óòî÷íåííîé øêàëå.
Íàïîìíèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1) ðåãóëÿðíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ, à N è N+  êîíå÷íî-
ìåðíûå áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ÿäðà îïåðàòîðîâ çàäà÷ (1.1) è (1.2) ñîîòâåòñòâåííî.
Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ s ∈ R è ϕ ∈M ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
(A,B) : u→ (Au,B1u, . . . , Bqu), u ∈ C
∞( Ω ), (5.1)
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà
(A,B) : Hs,ϕ,(2q)(Ω)→ Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)×
q∏
j=1
Hs−mj−1/2,ϕ(Γ) =: Hs,ϕ(Ω,Γ). (5.2)
Ýòîò îïåðàòîð ðåäãîëüìîâ. Åãî ÿäðî ñîâïàäàåò ñ N , à îáëàñòü çíà÷åíèé ðàâíà ìíî-
æåñòâó{
(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs,ϕ(Ω,Γ) : (f, v)Ω +
q∑
j=1
(gj, C
+
j v)Γ = 0 äëÿ âñåõ v ∈ N
+
}
. (5.3)
Èíäåêñ îïåðàòîðà (5.2) ðàâåí dimN − dimN+ è íå çàâèñèò îò s, ϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîáîëåâñêîì ñëó÷àå ϕ ≡ 1 ýòà òåîðåìà óñòàíîâëåíà ß. À. îéò-
áåðãîì [5℄ (òåîðåìû 4.1.1 è 5.3.1). Îòñþäà ìû âûâåäåì îáùèé ñëó÷àé ϕ ∈M ñ ïîìîùüþ
èíòåðïîëÿöèè.
Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî s /∈ E2q. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε = δ òàêîå êàê
â òåîðåìå 4.2 á). Îòîáðàæåíèå (5.1) ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííûõ
ðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ
(A,B) : Hs∓ε,1,(2q)(Ω)→Hs∓ε,1(Ω,Γ). (5.4)
Îíè èìåþò îáùèå ÿäðî N , äååêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî{
(v, C+1 v, . . . , C
+
q v) : v ∈ N
+
}
(5.5)
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è èíäåêñ dimN − dimN+. Ïðèìåíèì ê (5.4) èíòåðïîëÿöèþ ñ óíêöèîíàëüíûì ïàðà-
ìåòðîì ψ èç òåîðåìû 4.1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4 ïîëó÷èì îãðàíè÷åííûé ðåäãîëüìîâ
îïåðàòîð
(A,B) :
[
Hs−ε,1,(2q)(Ω), Hs+ε,1,(2q)(Ω)
]
ψ
→ [Hs−ε,1(Ω,Γ),Hs+ε,1(Ω,Γ)]ψ
Îí îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà (5.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ íàñòîÿùåé òåî-
ðåìû. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåì 4.1 á), 4.2 á) è ïðåäëîæåíèé 3.2, 4.2 à).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî s ∈ E2q. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε ∈ (0, 1). Ïîñêîëüêó
s∓ ε /∈ E2q, ñóùåñòâóþò, êàê áûëî äîêàçàíî, îãðàíè÷åííûå ðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû
(A,B) : Hs∓ε,ϕ,(2q)(Ω)→Hs∓ε,ϕ(Ω,Γ),
èìåþùèå îáùèå ÿäðî N , äååêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (5.5) è èíäåêñ dimN − dimN+.
Ïðèìåíèâ ê ýòèì îïåðàòîðàì èíòåðïîëÿöèþ ñî ñòåïåííûì ïàðàìåòðîì t1/2, ïîëó÷èì â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.4 è îðìóëû (2.4) îãðàíè÷åííûé ðåäãîëüìîâ îïåðàòîð
(A,B) : Hs,ϕ,(2q)(Ω)→ [Hs−ε,ϕ(Ω,Γ),Hs+ε,ϕ(Ω,Γ)]1/2 . (5.6)
Îí èìååò òå æå ÿäðî, äååêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è èíäåêñ.
Ïîêàæåì, ÷òî
[Hs−ε,ϕ(Ω,Γ),Hs+ε,ϕ(Ω,Γ)]1/2 = Hs,ϕ(Ω,Γ) ñ ýêâèâàëåòíîñòüþ íîðì. (5.7)
Ïóñòü ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî s − ε − δ > −1/2 (ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó s ≥ 1/2). Íà
îñíîâàíèè òåîðåìû 4.1 è ïðåäëîæåíèé 3.2, 4.2 à) çàïèøåì
Hs∓ε,ϕ(Ω,Γ) = [Hs−ε−δ,1(Ω,Γ),Hs+ε+δ,1(Ω,Γ)]ψ∓ ñ ýêâèâàëåòíîñòüþ íîðì.
Çäåñü èíòåðïîëÿöèîííûå ïàðàìåòðû ψ∓ îïðåäåëÿþòñÿ ïî îðìóëàì
ψ−(t) := t
δ/(2ε+2δ)ϕ(t1/(2ε+2δ)), ψ+(t) := t
(2ε+δ)/(2ε+2δ)ϕ(t1/(2ε+2δ)) ïðè t ≥ 1
è ψ∓(t) := 1 ïðè 0 < t < 1. Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû 3.3 î ïîâòîðíîé èíòåðïîëÿöèè
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà ïðîñòðàíñòâ ñ ýêâèâàëåíòíîñòüþ íîðì â íèõ:
[Hs−ε,ϕ(Ω,Γ),Hs+ε,ϕ(Ω,Γ)]1/2 =
=
[
[Hs−ε−δ,1(Ω,Γ),Hs+ε+δ,1(Ω,Γ)]ψ− , [Hs−ε−δ,1(Ω,Γ),Hs+ε+δ,1(Ω,Γ)]ψ+
]
1/2
=
= [Hs−ε−δ,1(Ω,Γ),Hs+ε+δ,1(Ω,Γ)]ψ . (5.8)
Çäåñü èíòåðïîëÿöèîííûé ïàðàìåòð ψ îïðåäåëÿåòñÿ ïî îðìóëàì
ψ(t) := ψ−(t) (ψ+(t)/ψ−(t))
1/2 = t(ε+δ)/(2ε+2δ)ϕ(t1/(2ε+2δ)) ïðè t ≥ 1
è ψ(t) = 1 ïðè 0 < t < 1. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè òåõ æå òåîðåìû 4.1 è ïðåäëîæåíèé 3.2,
4.2 à) èìååì
[Hs−ε−δ,1(Ω,Γ),Hs+ε+δ,1(Ω,Γ)]ψ = Hs,ϕ(Ω,Γ) ñ ýêâèâàëåòíîñòüþ íîðì. (5.9)
Òåïåðü ðàâåíñòâà (5.8), (5.9) âëåêóò îðìóëó (5.7).
Â ñèëó (5.7) îãðàíè÷åííûé ðåäãîëüìîâ îïåðàòîð (5.6) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå îïå-
ðàòîðà (5.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ íàñòîÿùåé òåîðåìû. Òåîðåìà 5.1 äîêàçàíà.
Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, òåîðåìà 5.1 óòî÷íÿåò ïðèìåíèòåëüíî ê øêàëå ïðîñòðàíñòâ
Hs,ϕ,(2q)(Ω) èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ß. À. îéòáåðãà î ñâîéñòâàõ ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé
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çàäà÷è â ìîäèèöèðîâàííîé øêàëå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ [3℄, [5℄ (ñì. òàêæå [28, ñ.
169℄, [4, ñ. 248℄). Â ýòîé òåîðåìå s  ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ðåä-
ãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà çàäà÷è óñòàíîâëåíà â äâóñòîðîííåé (èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëíîé) ìî-
äèèöèðîâàííîé óòî÷íåííîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð îñòàâëÿåò
èíâàðèàíòíûì ïàðàìåòð ϕ ∈M, õàðàêòåðèçþþùèé óòî÷íåííóþ ãëàäêîñòü.
Â ñèëó òåîðåìû 4.2 à) ðàâåíñòâî (A,B)u = f , ãäå u ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω), f ∈ Hs,ϕ(Ω,Γ),
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîð (u0, u1, . . . , u2q) := T2qu ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíè-
åì ïî îéòáåðãó çàäà÷è (1.1). Óêàçàííûé ýëåìåíò u ÷àñòî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåêòîðîì
(u0, u1, . . . , u2q) è òàêæå íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1).
Èç òåîðåìû 4.3 â) âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð (5.2) ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì
(A,B) : Hs,ϕ(Ω)→ Hs,ϕ(Ω,Γ) ïðè s > 2q − 1/2.
Åãî ðåäãîëüìîâîñòü óñòàíîâëåíà â [12℄ (òåîðåìà 4.1).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå N = N+ = {0} îïåðàòîð (5.2) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð-
èçìîì â ñèëó òåîðåìû 5.1 è òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå. Ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà 5.1 ñîäåðæèò òåîðåìó 1.1. Â îáùåì ñëó÷àå èçîìîðèçì óäîáíî çàäàâàòü ñ ïîìî-
ùüþ ñëåäóþùèõ ïðîåêòîðîâ (ñð. [5℄, ëåììû 4.1.2 è 5.3.2).
Ëåììà 5.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s ∈ R è ϕ ∈ M ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâ Hs,ϕ,(2q)(Ω) è Hs,ϕ(Ω,Γ) â ïðÿìûå ñóììû çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ:
Hs,ϕ,(2q)(Ω) = N ∔
{
u ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω) : (u0, w)Ω = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ N
}
, (5.10)
Hs,ϕ(Ω,Γ) =
{
(v, 0, . . . , 0) : v ∈ N+
}
∔ (A,B)
(
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
)
. (5.11)
Çäåñü u0  íà÷àëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà (u0, u1, . . . , u2q) := T2qu. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P
êîñîé ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(2q)(Ω) íà âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû (5.10), à ÷åðåç Q+
êîñîé ïðîåêòîð ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ(Ω,Γ) íà âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû (5.11) (ïàðàëåëüíî
ïåðâîìó ñëàãàåìîìó). Ýòè ïðîåêòîðû íå çàâèñÿò îò s, ϕ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì (5.10). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(2q)(Ω) âûòå-
êàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå u 7→ u0 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì T0 : H
s,ϕ,(2q)(Ω) →
Hs,ϕ,(0)(Ω). Ïîýòîìó, âòîðîå ñëàãàåìîå ñóììû (5.10)  çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Îíî
èìååò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ñ N . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.1 á) è êîíå÷íîìåðíîñòè ïîä-
ïðîñòðàíñòâà N ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
Hs,ϕ,(0)(Ω) = N ∔
{
u0 ∈ H
s,ϕ,(0)(Ω) : (u0, w)Ω = 0 äëÿ ëþáîãî w ∈ N
}
.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π êîñîé ïðîåêòîð íà ïåðâîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû ïàðàëëåëüíî âòîðî-
ìó ñëàãàåìîìó. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω) çàïèøåì u = u′ + u′′, ãäå u′ := Πu0 ∈
N , à u′′ := u − Πu0 ∈ H
s,ϕ,(2q)(Ω) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (u′′0, w)Ω = (u0 − Πu0, w)Ω = 0
ïðè ëþáîì w ∈ N . àâåíñòâî (5.10) äîêàçàíî.
àâåíñòâî (5.11) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 5.1 ïîäïðîñòðàíñòâà, çàïèñàí-
íûå â ñóììå (5.11), çàìêíóòûå, èìåþò òðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå è êîíå÷íàÿ ðàçìåðíîñòü
ïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàåò ñ êîðàçìåðíîñòüþ âòîðîãî. Íåçàâèñèìîñòü ïðîåêòîðîâ
P è Q+ îò ïàðàìåòðîâ s, ϕ âûòåêàåò èç âêëþ÷åíèé N,N+ ⊂ C∞( Ω ). Ëåììà 5.1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 5.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ s ∈ R, ϕ ∈M ñóæåíèå îïåðàòîðà (5.2)
íà ïîäïðîñòðàíñòâî P (Hs,ϕ,(2q)(Ω)) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðèçìîì
(A,B) : P
(
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
)
↔ Q+
(
Hs,ϕ,(2q)(Ω,Γ)
)
. (5.12)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1, N  ÿäðî, à Q+(Hs,ϕ,(2q)(Ω,Γ))  îáëàñòü
çíà÷åíèé îïåðàòîðà (5.2). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð (5.12)  áèåêöèÿ. Êðîìå òîãî, îí
îãðàíè÷åí. Çíà÷èò, îïåðàòîð (5.12) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðèçìîì â ñèëó òåî-
ðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå.
Çàìå÷àíèå 5.1. Òåîðåìà 5.2 îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè çàìåíèòü ïðîåêòîð Q+ íà îïåðàòîð
ïðîåêòèðîâàíèÿ Q+1 ïðîñòðàíñòâà Hs,ϕ,(2q)(Ω,Γ) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (A,B)(H
s,ϕ,(2q)(Ω))
ïàðàëåëüíî äååêòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó (5.5).
Èç òåîðåìû 5.2 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðàå-
âîé çàäà÷è (1.1).
Òåîðåìà 5.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðîâ s ∈ R, ϕ ∈ M è σ < s
ñóùåñòâóåò ÷èñëî c > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî u ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî ∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
≤ c
(∥∥(A,B) u ∥∥
Hs,ϕ(Ω,Γ)
+
∥∥ u ∥∥
Hσ,1,(2q)(Ω)
)
. (5.13)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω). Òàê êàê N  êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî â ïðîñòðàíñòâàõ Hs,ϕ,(2q)(Ω) è Hσ,1,(2q)(Ω), íîðìû â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ýêâèâàëåíò-
íû íà N . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óíêöèè u− Pu ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∥∥ u− Pu ∥∥
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
≤ c1
∥∥ u− Pu ∥∥
Hσ,1,(2q)(Ω)
ñ ïîñòîÿííîé c1 > 0, íå çàâèñÿùåé îò u. Îòñþäà ïîëó÷àåì∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
≤ c1
∥∥ u− Pu ∥∥
Hσ,1,(2q)(Ω)
+
∥∥Pu ∥∥
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
≤
≤ c1 c2
∥∥ u ∥∥
Hσ,1,(2q)(Ω)
+
∥∥Pu ∥∥
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
, (5.14)
ãäå c2  íîðìà ïðîåêòîðà 1 − P , äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå H
σ,1,(2q)(Ω). Äàëåå, ïî-
ñêîëüêó (A,B)Pu = (A,B)u, òî Pu ∈ Hs,ϕ,(2q)(Ω)  ïðîîáðàç ðàñïðåäåëåíèÿ (A,B)u ∈
Hs,ϕ(Ω,Γ) ïðè òîïîëîãè÷åñêîì èçîìîðèçìå (5.12). Ñëåäîâàòåëüíî,∥∥Pu ∥∥
Hs,ϕ,(2q)(Ω)
≤ c3
∥∥ (A,B)u ∥∥
Hs,ϕ(Ω,Γ)
,
ãäå c3  íîðìà îïåðàòîðà, îáðàòíîãî ê (5.12). Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (5.14) âûòåêàåò
îöåíêà (5.13). Òåîðåìà 5.3 äîêàçàíà.
6. Ëîêàëüíàÿ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ýëëèïòè÷å-
ñêîé êðàåâîé çàäà÷è (1.1) èìåþò íà íåêîòîðîì îòêðûòîì â Ω ìíîæåñòâå äîïîëíèòåëü-
íóþ ãëàäêîñòü â óòî÷íåííîé øêàëå ïðîñòðàíñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå u
óíàñëåäóåò òàêóþ æå äîïîëíèòåëüíóþ ãëàäêîñòü íà ýòîì ìíîæåñòâå. Ïðåäâàðèòåëüíî
ðàññìîòðèì ñëó÷àé äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè âî âñåé îáëàñòè Ω.
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü s ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò u ∈ Hs,1,(2q)(Ω) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), ãäå
f ∈ Hs+ε−2q,ϕ,(0)(Ω) è gj ∈ H
s+ε−mj−1/2,ϕ(Γ) ïðè j = 1, . . . , q
äëÿ íåêîòîðûõ ε ≥ 0 è ϕ ∈M. Òîãäà u ∈ Hs+ε,ϕ,(2q)(Ω).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ è òåîðåìå 5.1 èìååì
F := (f, g1, . . . , gq) = (A,B)u ∈ (A,B)
(
Hs,1,(2q)(Ω)
)
∩Hs+ε,ϕ(Ω,Γ) = (A,B)
(
Hs+ε,ϕ,(2q)(Ω)
)
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå v ∈ Hs+ε,ϕ,(2q)(Ω), ÷òî (A,B)v = F . Îòñþäà ïîëó÷àåì
(A,B)(u − v) = 0, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 5.1 âëå÷åò w := u − v ∈ N ⊂ C∞( Ω ). Òàêèì
îáðàçîì, ïîñêîëüêó C∞( Ω ) ⊂ Hs+ε,ϕ,(2q)(Ω), ñïðàâåäëèâî u = v + w ∈ Hs+ε,ϕ(Ω), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ëîêàëüíîé ãëàäêîñòè. Ïóñòü U  îòêðûòîå íåïóñòîå ïîä-
ìíîæåñòâî çàìêíóòîé îáëàñòè Ω. Ïîëîæèì Ω0 := U ∩Ω è Γ0 := U ∩ Γ (âîçìîæåí ñëó÷àé
Γ0 = ∅). Ââåäåì ñëåäóþùèå ëîêàëüíûå àíàëîãè ïðîñòðàíñòâ H
σ,ϕ,(r)(Ω) è Hσ,ϕ(Γ), ãäå
σ ∈ R, ϕ ∈M è öåëîå r ≥ 0. Ïîëîæèì
H
σ,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0) :=
:=
{
u ∈
⋃
s∈R
Hs,1,(r)(Ω) : χu ∈ Hσ,ϕ,(r)(Ω) äëÿ âñåõ χ ∈ C∞(Ω), suppχ ⊂ Ω0 ∪ Γ0
}
,
Hσ,ϕloc (Γ0) :=
{
h ∈ D′(Γ) : χh ∈ Hσ,ϕ(Γ) äëÿ âñåõ χ ∈ C∞(Γ), suppχ ⊂ Γ0
}
.
Â ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîñòðàíñòâà H
σ,ϕ,(r)
loc (Ω0,Γ0) îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé
óíêöèè χ ∈ C∞( Ω ) îòîáðàæåíèå u 7→ χu, u ∈ C∞( Ω ), ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè
äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà â êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Hs,1,(r)(Ω) [5℄ (ï. 2.3). Òåì ñàìûì
äëÿ u ∈ Hs,1,(r)(Ω) êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå χu ∈ Hs,1,(r)(Ω).
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü s ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò u ∈ Hs,1,(2q)(Ω) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), ãäå
f ∈ H
s+ε−2q,ϕ,(0)
loc (Ω0,Γ0) è gj ∈ H
s+ε−mj−1/2,ϕ
loc (Γ0) ïðè j = 1, . . . , q (6.1)
äëÿ íåêîòîðûõ ε ≥ 0 è ϕ ∈M. Òîãäà u ∈ H
s+ε,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî èç óñëîâèÿ (6.1) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî ïîâûøåíèÿ ëîêàëüíîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ u: äëÿ êàæäîãî ÷èñëà r ≥ 1 ñïðàâåäëèâà
èìïëèêàöèÿ
u ∈ H
s+ε−r,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0) ⇒ u ∈ H
s+ε−r+1,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0). (6.2)
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî óíêöèè χ, η òàêèå, ÷òî
χ, η ∈ C∞( Ω ); suppχ, supp η ⊂ Ω0 ∪ Γ0 è η = 1 â îêðåñòíîñòè suppχ. (6.3)
Ïåðåñòàâèâ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ χ ñ äèåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè
A è Bj , ãäå j = 1, . . . , q, ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ C
∞( Ω ) ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà:
(A,B)(χv) = (A,B)(χηv) = χ(A,B)(ηv) + (A′, B′)(ηv) = χ(A,B)v + (A′, B′)(ηv). (6.4)
Çäåñü A′  íåêîòîðîå ëèíåéíîå äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå â Ω, à B′ = (B′1, . . . , B
′
q) 
íàáîð ãðàíè÷íûõ ëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèé íà Γ. Êîýèöèåíòû ýòèõ
âûðàæåíèé áåñêîíå÷íî ãëàäêèå, à ïîðÿäêè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ordA′ ≤ 2k − 1
è ordB′j ≤ mj − 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå v 7→ (A
′, B′)v, ãäå v ∈ C∞( Ω ),
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà
(A′, B′) : Hσ,ϕ,(2q)(Ω)→Hσ+1,ϕ(Ω,Γ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ ∈ R. (6.5)
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Â ñëó÷àå ϕ ≡ 1 ýòî äîêàçàíî â [5℄ (ï. 2.3). Îòñþäà îáùèé ñëó÷àé ϕ ∈ M âûâîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè òàêæå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà óíêöèþ êëàññà C∞( Ω ) îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâàõ
Hσ,ϕ,(r)(Ω) è Hσ,ϕ(Ω,Γ) äëÿ êàæäîãî σ ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (6.4) ïðîäîëæàåò-
ñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà êëàññ óíêöèé v ∈ Hσ,ϕ,(r)(Ω). Âîçüìåì â ýòîì ðàâåíñòâå v := u,
ãäå u  óêàçàííîå â óñëîâèè ðåøåíèå çàäà÷è (1.1). Çàïèøåì
(A,B)(χu) = χF + (A′, B′)(ηu). (6.6)
Çäåñü âåêòîð F := (f, g1, . . . , gq) óäîâëåòâîðÿåò â ñèëó (6.1) è (6.3) óñëîâèþ
χF ∈ Hs+ε,ϕ(Ω,Γ). (6.7)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u ∈ H
s+ε−r,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0) äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà r ≥ 1. Òîãäà ηu ∈
Hs+ε−r,ϕ,(2q)(Ω), ÷òî âìåñòå ñ îðìóëàìè (6.5)  (6.7) âëå÷åò âêëþ÷åíèå
(A,B)(χu) ∈ Hs+ε−r+1,ϕ(Ω,Γ).
Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò ñâîéñòâî χu ∈ Hs+ε−r+1,ϕ,(2q)(Ω). Îíî ââèäó ïðî-
èçâîëüíîñòè âûáîðà óíêöèè χ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (6.3), îçíà÷àåò âêëþ÷åíèå
u ∈ H
s+ε−r+1,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0). Èìïëèêàöèÿ (6.2) äîêàçàíà.
Òåïåðü ëåãêî âûâåñòè òåîðåìó èç (6.2). Â ñèëó òåîðåìû 4.3 ã) èìååì
u ∈ Hs,1,(2q)(Ω) ⊂ Hs+ε−k,ϕ,(2q)(Ω) ⊆ Hs+ε−k,ϕ,(2q)loc (Ω0,Γ0)
äëÿ öåëîãî k > ε. Ïðèìåíèâ èìïëèêàöèþ (6.2) ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ çíà÷åíèé r =
k, . . . , 1, ïîëó÷èì
u ∈ H
s+ε−k,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0)⇒ u ∈ H
s+ε−k+1,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0)⇒ . . .⇒ u ∈ H
s+ε,ϕ,(2q)
loc (Ω0,Γ0),
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Â ñîáîëåâñêîì ñëó÷àå ϕ ≡ 1 òåîðåìû 6.1, 6.2 äîêàçàíû ß. À. îéòáåðãîì [3℄, [5℄ (ãë. 7)
(ñì. òàêæå [4℄, ãë. III, 6).
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ òåîðåì 6.1 è 6.2 ïðèâåäåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,
÷òî îáîáùåííîå ïî îéòáåðãó ðåøåíèå u ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (1.1) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêèì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
u ∈ Hσ+2q,1(Ω) ∩ C2q(Ω) ∩ Cm( Ω ), (6.8)
ãäå σ > −1/2, m := max{m1, . . . , mq}. Ýòî óñëîâèå âîçíèêàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
ñèëó òåîðåìû 4.3 â) è ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ä) èç âêëþ÷åíèÿ
u ∈ Hσ+2q,1,(2q)(Ω) = Hσ+2q,1(Ω)
âûòåêàåò, ÷òî ýëåìåíò u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1) â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé,
çàäàííûõ â îáëàñòè Ω. Òåïåðü êîððåêòíî ðàññìàòðèâàòü âêëþ÷åíèå u ∈ C2q(Ω)∩Cm( Ω ).
Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â (1.1) óíêöèè Au è Bju âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ
ïðîèçâîäíûõ, ò. å. ðåøåíèå u êëàññè÷åñêîå.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü s ∈ R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò u ∈ Hs,1,(2q)(Ω) ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), ãäå
f ∈ Hn/2,ϕ,(0)loc (Ω, ∅) ∩H
m−2q+n/2,ϕ,(0)(Ω) ∩Hσ,1,(0)(Ω), (6.9)
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gj ∈ H
m−mj+(n−1)/2, ϕ(Γ) ∩Hσ+2q−mj−1/2, 1(Γ) ïðè j = 1, . . . , q (6.10)
äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñëà σ > −1/2 è óíêöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà ϕ ∈ M, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî íåðàâåíñòâó (4.2). Òîãäà ðåøåíèå u êëàññè÷åñêîå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåì 6.1, 6.2 èç óñëîâèé (6.9), (6.10) âûòåêàåò âêëþ÷åíèå
u ∈ H
2q+n/2,ϕ,(2q)
loc (Ω, ∅) ∩H
m+n/2,ϕ,(2q)(Ω) ∩Hσ+2q,1,(2q)(Ω).
Îòñþäà íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ä) è òåîðåìû 4.3 â) èìååì:
u ∈ Hm+n/2,ϕ,(2q)(Ω) ∩Hσ+2q,1,(2q)(Ω) = Hm+n/2,ϕ(Ω) ∩Hσ+2q,1(Ω) ⊂ Cm( Ω ) ∩Hσ+2q,1(Ω).
(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè ðàññìîòðåòü îòäåëüíî ñëó÷àè m + n/2 ≥
σ + 2q è m+ n/2 < σ + 2q è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïóíêòîì ã) òåîðåìû 4.3.) Êðîìå òîãî,
χu ∈ H2q+n/2,ϕ,(2q)(Ω) = H2q+n/2,ϕ(Ω) ⊂ C2q( Ω )
äëÿ ëþáîé óíêöèè χ ∈ C∞0 (Ω), ÷òî âëå÷åò âêëþ÷åíèå u ∈ C
2q(Ω). Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6.8), ò. å. u  êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå. Òåîðåìà 6.3 äîêàçàíà.
7. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâî (2.4) íå çàâèñèò îò èñïîëüçîâàííîãî â åãî îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà ε.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü r ∈ N, s ∈ Er è ϕ ∈M. Ïðîñòðàíñòâî
Hs,ϕ,(r)(Ω, ε) :=
[
Hs−ε,ϕ,(r)(Ω), Hs+ε,ϕ,(r)(Ω)
]
1/2
íå çàâèñèò ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì îò ïàðàìåòðà ε ∈ (0, 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî r = 2q  ÷åòíîå ÷èñëî. àññìîòðèì
êàêóþ-ëèáî ðåãóëÿðíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (1.1), äëÿ êîòîðîé ïðîñòðàíñòâà
N è N+ òðèâèàëüíû. (Íàïðèìåð, çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ A := (1−∆q), ãäå ∆  îïåðàòîð
Ëàïëàñà.) Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì
(A,B) : Hs,ϕ,(2q)(Ω, ε)↔Hs,ϕ(Ω,Γ) ïðè 0 < ε < 1.
Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò òåîðåìà äëÿ ÷åòíîãî r = 2q.
Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ÷èñëî r íå÷åòíîå. Â ñèëó òåîðåìû 4.2 äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
σ ∈ (−∞, r + 1/2) \ Er ñóùåñòâóþò èçîìåòðè÷åñêèå èçîìîðèçìû
Tr : H
σ,ϕ,(r)(Ω)↔ Kσ,ϕ,(r)(Ω,Γ),
Tr+1 : H
σ,ϕ,(r+1)(Ω)↔ Kσ,ϕ,(r+1)(Ω,Γ) = Kσ,ϕ,(r)(Ω,Γ)×H
σ−r−1/2,ϕ(Γ).
Ïîýòîìó êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé
u 7→ Tr+1 u =: (u0, u1, . . . , ur, ur+1) 7→ (T
−1
r (u0, u1, . . . , ur), ur+1), u ∈ H
σ,ϕ,(r+1)(Ω),
îïðåäåëÿåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðèçì
T : Hσ,ϕ,(r+1)(Ω)↔ Hσ,ϕ,(r)(Ω)×Hσ−r−1/2,ϕ(Γ).
Âîçüìåì çäåñü σ = s ∓ ε, ãäå 0 < ε < 1, è ïðèìåíèì èíòåðïîëÿöèþ ñî ñòåïåííûì
ïàðàìåòðîì t1/2. Ïîëó÷èì òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðèçì
T : Hs,ϕ,(r+1)(Ω, ε)↔ Hs,ϕ,(r)(Ω, ε)×Hs−r−1/2,ϕ(Γ) := X(ε). (7.1)
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Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ïðåäëîæåíèå 3.2 è èíòåðïîëÿöèîííîå ðàâåíñòâî[
Hs−ε−r−1/2,ϕ(Γ), Hs+ε−r−1/2,ϕ(Γ)
]
1/2
= Hs−r−1/2,ϕ(Γ) ñ ýêâèâàëåòíîñòüþ íîðì,
êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (5.7). Òåïåðü â ñèëó (7.1) èìååì∥∥ u ∥∥
Hs,ϕ,(r)(Ω,ε)
=
∥∥ (u, 0) ∥∥
X(ε)
≍
∥∥T−1(u, 0) ∥∥
Hs,ϕ,(r+1)(Ω,ε)
.
Îòñþäà, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð r+ 1 ÷åòíûé, âûòåêàåò, ïî äîêàçàííîìó, ÷òî íîðìû â ïðî-
ñòðàíñòâàõ Hs,ϕ,(r)(Ω, ε), ãäå 0 < ε < 1, ýêâèâàëåíòíû. Çíà÷èò, ýòè ïðîñòðàíñòâà ðàâíû,
ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî C∞( Ω ) ïëîòíî â êàæäîì èç íèõ ñîãëàñíî òåîðåìå 4.3 á). Òåîðåìà
7.1 äîêàçàíà.
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